Clasa a XI-a

Subiectul 1. Aritati cd, daci A € My(Z) satisface A* = I,, atunci A% = [, sau
A2 == —IQ.

Solutie. Se stie cd A% = aA + bl,, unde a este suma elementelor de pe diagonala
principala a matricei A i b = —det(A). Atunci

A* = a? A% 4+ 2abA + b*I, = a(a® + 2b) A + (a®b + b*) L. (1)

Apoi, b* = (det(A))* = det(A?) = det(ly) = 1si b € Z, deci b = +1; cum a € Z,
rezultd ca a? + 2b # 0.

Astfel, din (1) si A* = I, rezultd a = 0 sau A = cly, ¢ € Z; in ambele cazuri reiese
A? = dl,, d € 7.

In sfarsit, din I, = A* = d?[,, rezulta d = +1.

Subiectul 2. Fie matricele A € M35(R), B € M33(R), C = AB si D = BA.
Aratati ca, daca

6 9 3
C=1|1-3 -6 -3,
3 9 6
atunci
(1) C* =3C si D?* = 3D?
(2) D = 31.
Solutie. Egalitatea C? = 3C rezultd prin calcul direct, iar
D? = BABABA = BC*A = 3BCA = 3BABA = 3D (2)

Apoi, din rang(C?) = rang(C) = 2 si C* = ABAB = ADA rezulta rang(D) > 2,
deci rang(D) = 2, adica matricea D este inversabila. Astfel, inmultind in (2) cu (D)2
obtinem D = 31,

Subiectul 3. Fie zy = 0, yo > 0 si sirurile (,)n>0, (Yn)n>0 definite prin

Y

Tk = Tk—1 — Yk-1,
Yk = Yp_1 — €% + "1 VE > 1.

Aratati ca sirurile (,)n>0 1 (Yn)n>0 admit limite si calculati-le.

Solutie. Avem x1 = —yg < 0 =2, y1 = Yo + 1 — 7% > yq si, inductiv, x, 1 < x,,
Ynt1 > Yn, deci (x,),>0 este descrescator, iar (y,),>o este crescator.

In plus, prin adunare, y, = yo — e + €™ < yo + €% = yo + 1, deci sirul (y,)n>0 este
marginit superior.

Astfel, (yn)n>0 — y € (0,00), iar (x,)n>0 — € [—00,0).

Prin trecere la limita in relatia de recurenta, rezulta * = x — y, de unde * = —o0.
Apoi, tot prin trecere la limita, y = yo + €™ = yo + 1.

Subiectul 4. Calculati lim nsinlsin2---sinn.

n—oo

Solutie. Observam ca distanta dintre orice doua intervale consecutive de forma
[nm+4m/6, nm+ (57) /6] este (m)/3 < 2, iar un astfel de interval are lungimea (27)/3 > 1.
Astfel, pentru orice k € N, dintre numerele k, k + 1, k + 2, cel putin unul se afla intr-un
interval de aceasta forma.

Rezulta
/3 T T

inlsin?2---si < nsi
|n sin 1 sin sinn| < nsin 6 S 93

si, din lim n/(2"/3) = 0, reiese ca limita ceruta este 0.
n—oo



