Clasa a X-a
Subiectul 1. Considerand partea intreaga si partea fractionara, deducem
[5w3} =1 (1)

si

{2} =3 V5. 2)
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Din (1) rezultd 1 < 5z% < 2, de unde 2 (3)? < 22? < 2(2)?, deci

0 < 222 < 2.

Daci [22%] = 0, rezulta 222 = 3—+/5, adicd = = */52_1. Atunci 2° = v/5—2 si conditia
1 < 523 < 2 este verificata.
Daci [22%] = 1, obtinem 222 = 4 — /5 > 1,7, de unde 52° > 3,6 contrazicand (1).

Subiectul 2. a) Functia f este strict crescatoare pe intervalul [m, +00), deci este
injectiva. Pentru surjectivitate, sa consideram y € [1,4+00) si sa observam ca ecuatia
[ (z) =y are solutia x = m + /y — 1 € [m, +0).

b) Ecuatia se poate scrie sub forma f (x) = f~! (z), sau, echivalent,

f(f(2) = .

Deoarece f este strict crescatoare, aceasta ecuatie este echivalenta cu f (z) = =. Intr-
adevar, daca x este o solutie a ecuatiei f (f (x)) = z si presupunem f (xy) < zg, atunci
f(f(z0)) < f(xo) < xo, ceea ce contrazice ipoteza. La fel, presupunand f (xg) > o,
obtinem o contradictie.

Ecuatia 22 — (2m + 1) x + m? + 1 = 0 are solutiile reale

2m+1+£+v4m —3
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si se verifica usor ca x; 9 > 1.
Subiectul 3. Obtinem imediat f (0) =0, f (z%) =z f (z) si

F(=v?) =—uf ) =~ (),

de unde f (—z) = —f (z), pentru orice x real.

Apoi
f(xg) = f(2x2 —xQ) =2x (\/§+ 1) <f (:17\/§> —f(x)) .
Dar f (22%) = zv2f (x\/§) , de unde

V2 +
V2

si deducem f (22?) = 2f (2*), pentru orice z real. Folosind si imparitatea functiei f,
rezulta f (2x) = 2f (x), pentru orice z real.

Rationand inductiv (pornind, ca mai sus, de la f(z?) = f((n+ 1)z? —nz?)) obtinem
f (nz) = nf (z), pentru orice n natural si orice = real.

72 = Y2 20— (Va+1) £ (2?),



Subiectul 4. Avem

Va—vb=1,

de unde

a—b:\/a-I—\/[_),
a’ — b = <\/5+\/5) (a+D).
De aici obtinem
(@~ 1) = (Va+vb) (a+ b <2(a+b) (a+0),

deci
a* + bt —2a%0* < 2(a+b)*.



