Clasa a XII-a, SOLUTII

Subiectul 1. Intr-un grup (G, -) de ordin 6 si element neutru e se considera ele-
mentele a,b, a # e, b # e, astfel incat a® = e, b> = e. Fie ¢ = ab.

(1) Aratati ca ¢ = ba? sau ¢ = ba.

(2) Calculati ordinul lui ¢ cand ¢ = ba?, respectiv ¢ = ba.

Solutie. (1) Evident ord a = 3 si ord b = 2 si elementele e, a, a® sunt distincte iar
b¢{e a,a’} (ordb=2, ord e =1, ord a®> = 3 = ord a).

Elementele b, ba, ba® sunt distincte si fiecare diferit de e, a,a® (de exemplu, prin ab-
surd, din ba = a?, prin simplificare am deduce b = a).

Rezulta ca prezentarea lui G este

G = {e,a,a’ b, ba,ba*}

si cum ¢ ¢ {e, a,a? bt deducem ¢ € {ba?, ba}
(2) Daci ¢ = ba? avem ¢® = ba*ba® = baaba® = baba*a® = baba = bba’a = ¢ - e = e,
deci ordinul Tui c este 2..... ... 1 punct
Daci ¢ = ba atunci ¢ = baba = bbaa = a® # e. Analog se aratd ca c® # e, ct #
e,c® # e iar ¢® = c = ba*ba = b*a® = e, dci ord ¢ = 6.
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G = {A, A% A3 A'} este grup in raport cu inmultirea matricelor.

Subiectul 2. Fie matricea A = ( ) € My(Zs). Sa se decida daca multimea

Solutie. Prin calcul se stabileste urmatoarea tabla de operatii
A A% A3 Af
A A2 A3 At A
A2 | A3 AT A A?
A3 | A* A A% A3
At A A% A3 AY
de unde rezulta ca G este grup cu elementul neutru A* (in fapt izomorf cu (Zg, +))

Subiectul 3. Fie f : [0,00) — R, derivabila, cu derivata continua si satisfacand
f(0) = 0. Aratati ca daca f(z)f'(z) > x pentru orice x € [0,00), atunci |f(x)| > |z|
oricare ar fi x € [0, 00).

Solutie. Prin integrare pe intervalul [0, z] deducem

/0 > / “t,

adicd 1(f(z))? > 227 de unde rezultatul.
Observatie. Solutia in care se studiaza g(x) = f2?(x) — 2® se puncteazi core-
spunzator.

Subiectul 4. Fie f : [0,1] — R o functie integrabila Riemann si (x,), un sir
convergent de numere reale. Sa se arate ca sirul (y,), dat de

k=1



este convergent si sa se calculeze limita.
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Solutie. Notam cu [ limita girului (z,),. Vom arata ca lim y, = l/ f(t)dt. Avem
n—oo 0

yn—l/olf(t)dt:%kz:(:vk—l)f (%) +z<k§:f(§> —/Olf(t)dt>.

Al doilea termen din membrul drept converge catre 0 din definitia integralei Riemann.
Pentru primul avem

‘%Z(m Y (S)

k=1
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< sup |f(t)]
[0,1] ; n

ce converge la 0 din lema lui Cesaro aplicata pentru sirul (|z, —|)n.



